
APPROFONDISSEMENT POUR LE PROFESSEUR
Ce paragraphe participe à la formation des enseignants, nécessaire pour acquérir le recul permettant d’enseigner cette partie nouvelle du programme.
· FLUCTUATION DE LA FRÉQUENCE SELON LES ÉCHANTILLONS
On donne ici une justification de l’approche fréquentiste des probabilités par la loi des grands nombres.

On peut modéliser de nombreuses situations aléatoires à l’aide de « l’urne de Bernoulli », c’est-à-dire d’une urne comprenant deux sortes de boules. La problématique est alors résumée par la question suivante :

« Combien faut-il tirer de boules dans une urne de Bernoulli pour pouvoir faire une estimation de sa composition avec une précision donnée a priori ? »
On considère une urne comprenant deux sortes de boules, noires et blanches, et où la proportion des boules noires est  p. On effectue n tirages au hasard et avec remise (afin de ne pas modifier la structure de l’urne) dans cette urne. Le résultat est nommé échantillon aléatoire de taille n.

On note X la variable aléatoire correspondant au nombre de boules noires dans un échantillon aléatoire de taille n. Cette variable suit la loi binomiale de paramètres n et p dont l’espérance est  E(X) = np et l’écart type  
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De manière à pouvoir comparer des tirages de tailles différentes, il est préférable, plutôt que de noter le nombre de boules noires obtenues, d’en considérer la fréquence. On introduit donc la variable aléatoire  F = 
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Pour cette variable aléatoire F, on a comme espérance  E(F) = 
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[image: image40.wmf]L’interprétation de ces résultats est que si l’on prélève un grand nombre d’échantillons aléatoires de tailles n et que l’on considère la distribution des fréquences observées, ces fréquences ont pour moyenne  p (la fréquence dans l’urne) et pour écart type 
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. C’est bien sûr cet indicateur de dispersion qui rend compte de la qualité d’un échantillon de taille n pour témoigner de la fréquence  p dans l’urne : plus n est grand, plus l’information est précise, mais, ce qui est important c’est que le gain en qualité d’information est en « un sur racine de n ».

Pour préciser ceci, on peut recourir à la loi normale.

Pour n « assez grand » (dans la pratique, on prend  n supérieur ou égal à 30, np et n(1 – p) supérieurs ou égaux à 5), la loi binomiale donne des résultats proches de ceux d’une loi normale.

On peut donc considérer que la variable aléatoire F suit approximativement une loi normale de moyenne  p et d’écart type 
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On sait que la loi normale a comme propriété qu’environ 95 % des observations se situent dans un intervalle de rayon deux écarts types autour de la moyenne (1,96 fois l’écart type pour être plus précis).

On peut donc vérifier qu’environ 95 % des échantillons aléatoires de taille n fournissent une fréquence comprise dans l’intervalle :
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Ce résultat est très important car il mesure la variabilité « naturelle » des phénomènes aléatoires.

On peut donner une version simplifiée de cet intervalle, en le majorant.

La fonction  p ( p(1 – p) atteint son maximum pour  p = 
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Ainsi, l’intervalle [ p – 1,96 
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On peut expérimenter, par simulation à l’aide des T.I.C., qu’environ plus de 95 % des échantillons de taille n fournissent une fréquence comprise dans l’intervalle de fluctuation :

 [ p – 
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C’est ce qui figure dans le module 1.2 de première professionnelle. Il ne s’agit bien sûr que d’une expérimentation, aucune justification théorique n’est à apporter aux élèves.
Estimation de la valeur de p lorsque celle-ci est inconnue

D’après ce qui précède, on a, en termes de probabilité :

P( p – 
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(sous réserve de l’approximation normale, c’est-à-dire  n 
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 5), où F est la variable aléatoire correspondant à la fréquence de boules noires observée sur un échantillon de taille n.

Ceci équivaut à (on soustrait p + F et on multiplie par – 1) :
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Cette relation conduit à la notion d’intervalle de confiance, ou de « fourchette » (cette notion n’est pas au programme des baccalauréats professionnels).

Si, sur un échantillon aléatoire de taille n, on observe une fréquence  f (autrement dit la variable aléatoire F prend la valeur  f ), on prendra comme fourchette pour  p, au niveau de confiance de 95 %, l’intervalle :

[ f – 
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Dans plus de 95 % des cas, la fourchette recouvre effectivement la valeur  p.

Une réponse à la question posée (combien faut-il tirer de boules dans une urne de Bernoulli pour pouvoir faire une estimation de sa composition avec une précision donnée a priori ?) est donc : en tirant n boules avec remise, on obtient une estimation de p par un intervalle d’amplitude 
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, avec une confiance de plus de 95 %.

Si l’on tire n = 1 000 boules (avec remise) on a une estimation de  p , à plus de 95 % de confiance, par un intervalle d’amplitude 6 %. Si par exemple le tirage de 1000 boules avec remise fournit une fréquence de boules noires égale à 0,47 , on peut estimer avec plus de 95 % de confiance, que la proportion  p de boules noires dans l’urne est comprise entre 0,44 et 0,50. Les sondages, par exemple, sont souvent pratiqués sur un échantillon d’environ 1 000 personnes.

· Comment simuler un tirage dans une urne de Bernoulli à l’aide des T.I.C. ?
On atteint vite les limites de l’expérimentation physique. Si l’on veut étudier les lois du hasard, pour connaître la « variabilité naturelle » des échantillons de taille n, il faut un très grand nombre d’expériences. Un autre objectif est d’augmenter la taille des échantillons pour estimer des probabilités. La loi des grands nombres nécessite d’être expérimentée à l’aide des T.I.C., par simulation.

La plupart des calculatrices, même les modèles « collège », et les tableurs sont pourvus d’un générateur de nombres pseudo-aléatoires qui simule le tirage d’un nombre décimal au hasard dans l’intervalle [0, 1[ (c’est-à-dire une réalisation d’une variable aléatoire de loi uniforme sur l’intervalle [0, 1[ ). Sur une calculatrice, ce générateur de nombres aléatoires correspond à la fonction « random » souvent notée rand ou Ran#. Sur un tableur, il correspond à la fonction ALEA(), introduite avec des parenthèses vides.

À partir de ce générateur de nombres aléatoires, on peut facilement simuler un tirage au hasard dans une urne bicolore.

Supposons que la proportion des boules dont la couleur nous intéresse soit dans l’urne de 30 %.

Sur un tableur, l’instruction   =ALEA()+0,30  correspond au tirage au hasard d’un nombre de l’intervalle [0,30 ; 1,30[. En prenant la partie entière, le résultat vaut 0 si le nombre appartient à [0,30 ; 1[ et 1 si le nombre appartient à [1 ; 1,30[.
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Compte-tenu des longueurs respectives de ces intervalles, on a 70 % de chances d’avoir 0 et 30 % de chances d’avoir 1 (voir le graphique).

Sur une calculatrice, il suffit d’entrer l’instruction  rand + 0.3  ou  Ran# + 0.3  et de faire plusieurs fois ENTER ou EXE pour simuler des tirages avec remise dans cette urne, en ne tenant compte que de la partie avant la virgule (0 ou 1).

Sur un tableur, il suffit d’entrer dans une cellule la formule  =ENT(ALEA()+0,3) puis d’approcher le pointeur de la souris du coin inférieur droit de la cellule. Lorsque le pointeur de la souris prend la forme d’une croix noire, on enfonce le bouton gauche puis on « glisse » vers le bas pour constituer un échantillon (on nomme « recopie » cette manipulation). On peut ensuite sélectionner l’échantillon (avec le pointeur en forme de croix blanche) puis le recopier vers la droite (avec le pointeur en forme de croix noire) pour constituer plusieurs échantillons.
· Éléments de bibliographie pour la partie statistique et probabilités

· CHAPUT (Brigitte) et HENRY (Michel) – Statistique au lycée volume 1 – Brochure n° 156 APMEP 2005.

· CHAPUT (Brigitte) et HENRY (Michel) – Statistique au lycée volume 2 – Brochure n° 167 APMEP 2007.
· DGESCO – Documents d’accompagnement des programmes de collège téléchargeables sur eduscol.education.fr :

Organisation et gestion des données (janvier 2007) ;

Probabilités (17 mars 2008).

· DOWEK (Gilles) – Peut-on croire les sondages ? – Le Pommier 2002.
· DROESBEKE – TASSI – Histoire de la statistique – « Que sais-je ? » n°2527 - PUF.
· DUTARTE (Philippe) – L’induction statistique au lycée illustrée par le tableur – Didier 2005.
· PIEDNOIR (Jean-Louis) et DUTARTE (Philippe) – Enseigner la statistique au lycée : des enjeux aux méthodes – Brochure n° 112 de la Commission inter-IREM lycées techniques – IREM de Paris-Nord 2001.
· ROBERT (Claudine) – Contes et décomptes de la statistique. Une initiation par l'exemple – Vuibert 2003.

· SAPORTA (Gilbert) – Probabilités, analyse des données et statistiques –Ed. Technip.
· SCHWARTZ (Claudine) – Pratiques de la statistique – Vuibert 2006.
· WONNACOTT et WONNACOTT – Statistique – Ed. Economica.

Sur Internet : http://www.statistix.fr.






































































































� EMBED Excel.Chart.8 ���





Si T suit la loi normale de moyenne 0 et d’écart type 1, on a :   


P(– 1,96  T  1,96) =   � EMBED Equation.3 ���  0,95.
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		0.3825145707		0

		0.3836062922		0

		0.3846626613		0

		0.3856833692		0

		0.3866681168		0

		0.3876166151		0

		0.3885285853		0

		0.3894037588		0

		0.3902418776		0

		0.391042694		0

		0.3918059712		0

		0.3925314831		0

		0.3932190146		0

		0.3938683616		0

		0.3944793309		0

		0.3950517408		0

		0.3955854208		0

		0.3960802118		0

		0.396535966		0

		0.3969525475		0

		0.3973298316		0

		0.3976677055		0

		0.3979660682		0

		0.3982248302		0

		0.3984439141		0

		0.3986232542		0

		0.3987627968		0

		0.3988624999		0

		0.3989223338		0

		0.3989422804		0

		0.3989223338		0

		0.3988624999		0

		0.3987627968		0

		0.3986232542		0

		0.3984439141		0

		0.3982248302		0

		0.3979660682		0

		0.3976677055		0

		0.3973298316		0

		0.3969525475		0

		0.396535966		0

		0.3960802118		0

		0.3955854208		0

		0.3950517408		0

		0.3944793309		0

		0.3938683616		0

		0.3932190146		0

		0.3925314831		0

		0.3918059712		0

		0.391042694		0

		0.3902418776		0

		0.3894037588		0

		0.3885285853		0

		0.3876166151		0

		0.3866681168		0

		0.3856833692		0

		0.3846626613		0

		0.3836062922		0

		0.3825145707		0

		0.3813878155		0

		0.3802263548		0

		0.3790305262		0

		0.3778006765		0

		0.3765371618		0

		0.3752403469		0

		0.3739106054		0

		0.3725483193		0

		0.3711538794		0

		0.3697276841		0

		0.3682701403		0

		0.3667816624		0

		0.3652626726		0

		0.3637136004		0

		0.3621348824		0

		0.3605269625		0

		0.358890291		0

		0.3572253252		0

		0.3555325285		0

		0.3538123705		0

		0.3520653268		0

		0.3502918786		0

		0.3484925128		0

		0.3466677213		0

		0.3448180014		0

		0.342943855		0

		0.3410457886		0

		0.3391243132		0

		0.3371799438		0

		0.3352131995		0

		0.3332246029		0

		0.3312146802		0

		0.3291839608		0

		0.327132977		0

		0.3250622641		0

		0.3229723597		0

		0.3208638038		0

		0.3187371385		0

		0.3165929077		0

		0.314431657		0

		0.3122539334		0

		0.3100602848		0

		0.3078512605		0

		0.30562741		0

		0.3033892838		0

		0.3011374322		0

		0.2988724058		0

		0.296594755		0

		0.2943050298		0

		0.2920037795		0

		0.2896915528		0

		0.287368897		0

		0.2850363585		0

		0.2826944821		0

		0.2803438108		0

		0.2779848861		0

		0.2756182472		0

		0.2732444309		0

		0.2708639718		0

		0.2684774018		0

		0.2660852499		0

		0.2636880421		0

		0.2612863012		0

		0.2588805467		0

		0.2564712944		0

		0.2540590565		0

		0.2516443411		0

		0.2492276525		0

		0.2468094906		0

		0.2443903509		0

		0.2419707245		0

		0.2395510977		0

		0.237131952		0

		0.2347137639		0

		0.2322970047		0

		0.2298821407		0

		0.2274696325		0

		0.2250599353		0

		0.2226534988		0

		0.2202507667		0

		0.217852177		0

		0.2154581618		0

		0.2130691468		0

		0.2106855517		0

		0.20830779		0

		0.2059362687		0

		0.2035713883		0

		0.2012135427		0

		0.1988631194		0

		0.1965204989		0

		0.194186055		0

		0.1918601547		0

		0.1895431581		0

		0.1872354182		0

		0.184937281		0

		0.1826490854		0

		0.1803711632		0

		0.1781038391		0

		0.1758474303		0

		0.173602247		0

		0.171368592		0

		0.1691467609		0

		0.1669370417		0

		0.1647397154		0

		0.1625550552		0

		0.1603833273		0

		0.1582247904		0

		0.1560796956		0

		0.1539482868		0

		0.1518308004		0

		0.1497274656		0

		0.1476385041		0

		0.14556413		0

		0.1435045505		0

		0.1414599652		0

		0.1394305664		0

		0.1374165393		0

		0.1354180616		0

		0.133435304		0

		0.1314684299		0

		0.1295175957		0

		0.1275829506		0

		0.1256646368		0

		0.1237627895		0

		0.121877537		0

		0.1200090007		0

		0.1181572951		0

		0.1163225279		0

		0.1145048003		0

		0.1127042066		0

		0.1109208347		0

		0.1091547659		0

		0.1074060751		0

		0.1056748308		0

		0.1039610953		0

		0.1022649246		0

		0.1005863684		0

		0.0989254707		0

		0.0972822693		0

		0.0956567962		0

		0.0940490774		0

		0.0924591334		0

		0.090886979		0

		0.0893326235		0

		0.0877960706		0

		0.0862773188		0

		0.0847763613		0

		0.0832931861		0

		0.081827776		0

		0.0803801091		0

		0.0789501583		0

		0.077537892		0

		0.0761432737		0

		0.0747662624		0

		0.0734068126		0

		0.0720648743		0

		0.0707403935		0

		0.0694333115		0

		0.0681435661		0

		0.0668710906		0

		0.0656158148		0

		0.0643776643		0

		0.0631565614		0

		0.0619524246		0

		0.060765169		0

		0.0595947061		0

		0.0584409443		0

		0.0573037889		0.0573037889

		0.0561831419		0.0561831419

		0.0550789024		0.0550789024

		0.0539909665		0.0539909665

		0.0529192277		0.0529192277

		0.0518635767		0.0518635767

		0.0508239015		0.0508239015

		0.0498000877		0.0498000877

		0.0487920186		0.0487920186

		0.0477995749		0.0477995749

		0.0468226353		0.0468226353

		0.0458610763		0.0458610763

		0.0449147723		0.0449147723

		0.043983596		0.043983596

		0.0430674179		0.0430674179

		0.042166107		0.042166107

		0.0412795304		0.0412795304

		0.0404075539		0.0404075539

		0.0395500416		0.0395500416

		0.0387068561		0.0387068561

		0.037877859		0.037877859

		0.0370629102		0.0370629102

		0.0362618689		0.0362618689

		0.0354745928		0.0354745928

		0.034700939		0.034700939

		0.0339407632		0.0339407632

		0.0331939206		0.0331939206

		0.0324602656		0.0324602656

		0.0317396518		0.0317396518

		0.0310319322		0.0310319322

		0.0303369592		0.0303369592

		0.0296545848		0.0296545848

		0.0289846606		0.0289846606

		0.0283270377		0.0283270377

		0.0276815671		0.0276815671

		0.0270480995		0.0270480995

		0.0264264855		0.0264264855

		0.0258165755		0.0258165755

		0.0252182199		0.0252182199

		0.0246312693		0.0246312693

		0.0240555742		0.0240555742

		0.0234909854		0.0234909854

		0.0229373537		0.0229373537

		0.0223945303		0.0223945303

		0.0218623668		0.0218623668

		0.0213407149		0.0213407149

		0.020829427		0.020829427

		0.0203283557		0.0203283557

		0.0198373544		0.0198373544

		0.0193562767		0.0193562767

		0.0188849771		0.0188849771

		0.0184233106		0.0184233106

		0.017971133		0.017971133

		0.0175283005		0.0175283005

		0.0170946705		0.0170946705

		0.0166701008		0.0166701008

		0.0162544505		0.0162544505

		0.015847579		0.015847579

		0.0154493471		0.0154493471

		0.0150596163		0.0150596163

		0.0146782491		0.0146782491

		0.014305109		0.014305109

		0.0139400605		0.0139400605

		0.0135829692		0.0135829692

		0.0132337018		0.0132337018

		0.0128921261		0.0128921261

		0.0125581109		0.0125581109

		0.0122315264		0.0122315264

		0.0119122436		0.0119122436

		0.0116001351		0.0116001351

		0.0112950745		0.0112950745

		0.0109969366		0.0109969366

		0.0107055976		0.0107055976

		0.0104209348		0.0104209348

		0.0101428269		0.0101428269

		0.0098711538		0.0098711538

		0.0096057968		0.0096057968

		0.0093466384		0.0093466384

		0.0090935625		0.0090935625

		0.0088464544		0.0088464544

		0.0086052006		0.0086052006

		0.0083696892		0.0083696892

		0.0081398092		0.0081398092

		0.0079154516		0.0079154516

		0.0076965082		0.0076965082

		0.0074828725		0.0074828725

		0.0072744394		0.0072744394

		0.0070711049		0.0070711049

		0.0068727667		0.0068727667

		0.0066793237		0.0066793237

		0.0064906764		0.0064906764

		0.0063067264		0.0063067264

		0.0061273769		0.0061273769

		0.0059525324		0.0059525324

		0.0057820989		0.0057820989

		0.0056159836		0.0056159836

		0.0054540952		0.0054540952

		0.0052963439		0.0052963439

		0.0051426409		0.0051426409

		0.0049928992		0.0049928992

		0.0048470329		0.0048470329

		0.0047049575		0.0047049575

		0.00456659		0.00456659

		0.0044318484		0.0044318484





Feuil1

		-3		0.0044318484		0.0044318484

		-2.99		0.00456659		0.00456659

		-2.98		0.0047049575		0.0047049575

		-2.97		0.0048470329		0.0048470329

		-2.96		0.0049928992		0.0049928992

		-2.95		0.0051426409		0.0051426409

		-2.94		0.0052963439		0.0052963439

		-2.93		0.0054540952		0.0054540952

		-2.92		0.0056159836		0.0056159836

		-2.91		0.0057820989		0.0057820989

		-2.9		0.0059525324		0.0059525324

		-2.89		0.0061273769		0.0061273769

		-2.88		0.0063067264		0.0063067264

		-2.87		0.0064906764		0.0064906764

		-2.86		0.0066793237		0.0066793237

		-2.85		0.0068727667		0.0068727667

		-2.84		0.0070711049		0.0070711049

		-2.83		0.0072744394		0.0072744394

		-2.82		0.0074828725		0.0074828725

		-2.81		0.0076965082		0.0076965082

		-2.8		0.0079154516		0.0079154516

		-2.79		0.0081398092		0.0081398092

		-2.78		0.0083696892		0.0083696892

		-2.77		0.0086052006		0.0086052006

		-2.76		0.0088464544		0.0088464544

		-2.75		0.0090935625		0.0090935625

		-2.74		0.0093466384		0.0093466384

		-2.73		0.0096057968		0.0096057968

		-2.72		0.0098711538		0.0098711538

		-2.71		0.0101428269		0.0101428269

		-2.7		0.0104209348		0.0104209348

		-2.69		0.0107055976		0.0107055976

		-2.68		0.0109969366		0.0109969366

		-2.67		0.0112950745		0.0112950745

		-2.66		0.0116001351		0.0116001351

		-2.65		0.0119122436		0.0119122436

		-2.64		0.0122315264		0.0122315264

		-2.63		0.0125581109		0.0125581109

		-2.62		0.0128921261		0.0128921261

		-2.61		0.0132337018		0.0132337018

		-2.6		0.0135829692		0.0135829692

		-2.59		0.0139400605		0.0139400605

		-2.58		0.014305109		0.014305109

		-2.57		0.0146782491		0.0146782491

		-2.56		0.0150596163		0.0150596163

		-2.55		0.0154493471		0.0154493471

		-2.54		0.015847579		0.015847579

		-2.53		0.0162544505		0.0162544505

		-2.52		0.0166701008		0.0166701008

		-2.51		0.0170946705		0.0170946705

		-2.5		0.0175283005		0.0175283005

		-2.49		0.017971133		0.017971133

		-2.48		0.0184233106		0.0184233106

		-2.47		0.0188849771		0.0188849771

		-2.46		0.0193562767		0.0193562767

		-2.45		0.0198373544		0.0198373544

		-2.44		0.0203283557		0.0203283557

		-2.43		0.020829427		0.020829427

		-2.42		0.0213407149		0.0213407149

		-2.41		0.0218623668		0.0218623668

		-2.4		0.0223945303		0.0223945303

		-2.39		0.0229373537		0.0229373537

		-2.38		0.0234909854		0.0234909854

		-2.37		0.0240555742		0.0240555742

		-2.36		0.0246312693		0.0246312693

		-2.35		0.0252182199		0.0252182199

		-2.34		0.0258165755		0.0258165755

		-2.33		0.0264264855		0.0264264855

		-2.32		0.0270480995		0.0270480995

		-2.31		0.0276815671		0.0276815671

		-2.3		0.0283270377		0.0283270377

		-2.29		0.0289846606		0.0289846606

		-2.28		0.0296545848		0.0296545848

		-2.27		0.0303369592		0.0303369592

		-2.26		0.0310319322		0.0310319322

		-2.25		0.0317396518		0.0317396518

		-2.24		0.0324602656		0.0324602656

		-2.23		0.0331939206		0.0331939206

		-2.22		0.0339407632		0.0339407632

		-2.21		0.034700939		0.034700939

		-2.2		0.0354745928		0.0354745928

		-2.19		0.0362618689		0.0362618689

		-2.18		0.0370629102		0.0370629102

		-2.17		0.037877859		0.037877859

		-2.16		0.0387068561		0.0387068561

		-2.15		0.0395500416		0.0395500416

		-2.14		0.0404075539		0.0404075539

		-2.13		0.0412795304		0.0412795304

		-2.12		0.042166107		0.042166107

		-2.11		0.0430674179		0.0430674179

		-2.1		0.043983596		0.043983596

		-2.09		0.0449147723		0.0449147723

		-2.08		0.0458610763		0.0458610763

		-2.07		0.0468226353		0.0468226353

		-2.06		0.0477995749		0.0477995749

		-2.05		0.0487920186		0.0487920186

		-2.04		0.0498000877		0.0498000877

		-2.03		0.0508239015		0.0508239015

		-2.02		0.0518635767		0.0518635767

		-2.01		0.0529192277		0.0529192277

		-2		0.0539909665		0.0539909665

		-1.99		0.0550789024		0.0550789024

		-1.98		0.0561831419		0.0561831419

		-1.97		0.0573037889		0.0573037889

		-1.96		0.0584409443		0

		-1.95		0.0595947061		0

		-1.94		0.060765169		0

		-1.93		0.0619524246		0

		-1.92		0.0631565614		0

		-1.91		0.0643776643		0

		-1.9		0.0656158148		0

		-1.89		0.0668710906		0

		-1.88		0.0681435661		0

		-1.87		0.0694333115		0

		-1.86		0.0707403935		0

		-1.85		0.0720648743		0

		-1.84		0.0734068126		0

		-1.83		0.0747662624		0

		-1.82		0.0761432737		0

		-1.81		0.077537892		0

		-1.8		0.0789501583		0

		-1.79		0.0803801091		0

		-1.78		0.081827776		0

		-1.77		0.0832931861		0

		-1.76		0.0847763613		0

		-1.75		0.0862773188		0

		-1.74		0.0877960706		0

		-1.73		0.0893326235		0

		-1.72		0.090886979		0

		-1.71		0.0924591334		0

		-1.7		0.0940490774		0

		-1.69		0.0956567962		0

		-1.68		0.0972822693		0

		-1.67		0.0989254707		0

		-1.66		0.1005863684		0

		-1.65		0.1022649246		0

		-1.64		0.1039610953		0

		-1.63		0.1056748308		0

		-1.62		0.1074060751		0

		-1.61		0.1091547659		0

		-1.6		0.1109208347		0

		-1.59		0.1127042066		0

		-1.58		0.1145048003		0

		-1.57		0.1163225279		0

		-1.56		0.1181572951		0

		-1.55		0.1200090007		0

		-1.54		0.121877537		0

		-1.53		0.1237627895		0

		-1.52		0.1256646368		0

		-1.51		0.1275829506		0

		-1.5		0.1295175957		0

		-1.49		0.1314684299		0

		-1.48		0.133435304		0

		-1.47		0.1354180616		0

		-1.46		0.1374165393		0

		-1.45		0.1394305664		0

		-1.44		0.1414599652		0

		-1.43		0.1435045505		0

		-1.42		0.14556413		0

		-1.41		0.1476385041		0

		-1.4		0.1497274656		0

		-1.39		0.1518308004		0

		-1.38		0.1539482868		0

		-1.37		0.1560796956		0

		-1.36		0.1582247904		0

		-1.35		0.1603833273		0

		-1.34		0.1625550552		0

		-1.33		0.1647397154		0

		-1.32		0.1669370417		0

		-1.31		0.1691467609		0

		-1.3		0.171368592		0

		-1.29		0.173602247		0

		-1.28		0.1758474303		0

		-1.27		0.1781038391		0

		-1.26		0.1803711632		0

		-1.25		0.1826490854		0

		-1.24		0.184937281		0

		-1.23		0.1872354182		0

		-1.22		0.1895431581		0

		-1.21		0.1918601547		0

		-1.2		0.194186055		0

		-1.19		0.1965204989		0

		-1.18		0.1988631194		0

		-1.17		0.2012135427		0

		-1.16		0.2035713883		0

		-1.15		0.2059362687		0

		-1.14		0.20830779		0
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		-1.07		0.2250599353		0

		-1.06		0.2274696325		0

		-1.05		0.2298821407		0

		-1.04		0.2322970047		0

		-1.03		0.2347137639		0

		-1.02		0.237131952		0

		-1.01		0.2395510977		0

		-1		0.2419707245		0

		-0.99		0.2443903509		0

		-0.98		0.2468094906		0

		-0.97		0.2492276525		0

		-0.96		0.2516443411		0

		-0.95		0.2540590565		0

		-0.94		0.2564712944		0

		-0.93		0.2588805467		0

		-0.92		0.2612863012		0

		-0.91		0.2636880421		0

		-0.9		0.2660852499		0

		-0.89		0.2684774018		0

		-0.88		0.2708639718		0

		-0.87		0.2732444309		0

		-0.86		0.2756182472		0

		-0.85		0.2779848861		0

		-0.84		0.2803438108		0

		-0.83		0.2826944821		0

		-0.82		0.2850363585		0

		-0.81		0.287368897		0

		-0.8		0.2896915528		0

		-0.79		0.2920037795		0

		-0.78		0.2943050298		0

		-0.77		0.296594755		0

		-0.76		0.2988724058		0

		-0.75		0.3011374322		0

		-0.74		0.3033892838		0

		-0.73		0.30562741		0

		-0.72		0.3078512605		0

		-0.71		0.3100602848		0

		-0.7		0.3122539334		0

		-0.69		0.314431657		0

		-0.68		0.3165929077		0

		-0.67		0.3187371385		0

		-0.66		0.3208638038		0

		-0.65		0.3229723597		0

		-0.64		0.3250622641		0

		-0.63		0.327132977		0

		-0.62		0.3291839608		0

		-0.61		0.3312146802		0

		-0.6		0.3332246029		0

		-0.59		0.3352131995		0

		-0.58		0.3371799438		0

		-0.57		0.3391243132		0

		-0.56		0.3410457886		0

		-0.55		0.342943855		0

		-0.54		0.3448180014		0

		-0.53		0.3466677213		0

		-0.52		0.3484925128		0

		-0.51		0.3502918786		0

		-0.5		0.3520653268		0

		-0.49		0.3538123705		0

		-0.48		0.3555325285		0

		-0.47		0.3572253252		0

		-0.46		0.358890291		0

		-0.45		0.3605269625		0

		-0.44		0.3621348824		0

		-0.43		0.3637136004		0

		-0.42		0.3652626726		0

		-0.41		0.3667816624		0

		-0.4		0.3682701403		0

		-0.39		0.3697276841		0

		-0.38		0.3711538794		0

		-0.37		0.3725483193		0

		-0.36		0.3739106054		0

		-0.35		0.3752403469		0

		-0.34		0.3765371618		0

		-0.33		0.3778006765		0
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		-0.3		0.3813878155		0
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		0.26		0.3856833692		0
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		0.38		0.3711538794		0

		0.39		0.3697276841		0

		0.4		0.3682701403		0

		0.41		0.3667816624		0

		0.42		0.3652626726		0

		0.43		0.3637136004		0
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		0.45		0.3605269625		0
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		0.47		0.3572253252		0
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		0.49		0.3538123705		0

		0.5		0.3520653268		0

		0.51		0.3502918786		0

		0.52		0.3484925128		0

		0.53		0.3466677213		0

		0.54		0.3448180014		0

		0.55		0.342943855		0

		0.56		0.3410457886		0

		0.57		0.3391243132		0

		0.58		0.3371799438		0

		0.59		0.3352131995		0

		0.6		0.3332246029		0

		0.61		0.3312146802		0

		0.62		0.3291839608		0

		0.63		0.327132977		0

		0.64		0.3250622641		0

		0.65		0.3229723597		0

		0.66		0.3208638038		0

		0.67		0.3187371385		0

		0.68		0.3165929077		0

		0.69		0.314431657		0

		0.7		0.3122539334		0

		0.71		0.3100602848		0

		0.72		0.3078512605		0

		0.73		0.30562741		0

		0.74		0.3033892838		0

		0.75		0.3011374322		0

		0.76		0.2988724058		0

		0.77		0.296594755		0

		0.78		0.2943050298		0

		0.79		0.2920037795		0
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		0.81		0.287368897		0
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		0.84		0.2803438108		0
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		0.89		0.2684774018		0
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		0.91		0.2636880421		0

		0.92		0.2612863012		0

		0.93		0.2588805467		0

		0.94		0.2564712944		0

		0.95		0.2540590565		0

		0.96		0.2516443411		0

		0.97		0.2492276525		0

		0.98		0.2468094906		0

		0.99		0.2443903509		0

		1		0.2419707245		0
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		1.29		0.173602247		0

		1.3		0.171368592		0

		1.31		0.1691467609		0

		1.32		0.1669370417		0
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		1.39		0.1518308004		0
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		1.42		0.14556413		0
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		1.61		0.1091547659		0
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		1.72		0.090886979		0
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		1.77		0.0832931861		0
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		1.92		0.0631565614		0
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		1.98		0.0561831419		0.0561831419
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		2.06		0.0477995749		0.0477995749
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		2.11		0.0430674179		0.0430674179

		2.12		0.042166107		0.042166107

		2.13		0.0412795304		0.0412795304

		2.14		0.0404075539		0.0404075539

		2.15		0.0395500416		0.0395500416

		2.16		0.0387068561		0.0387068561

		2.17		0.037877859		0.037877859

		2.18		0.0370629102		0.0370629102

		2.19		0.0362618689		0.0362618689

		2.2		0.0354745928		0.0354745928

		2.21		0.034700939		0.034700939

		2.22		0.0339407632		0.0339407632

		2.23		0.0331939206		0.0331939206

		2.24		0.0324602656		0.0324602656

		2.25		0.0317396518		0.0317396518

		2.26		0.0310319322		0.0310319322

		2.27		0.0303369592		0.0303369592

		2.28		0.0296545848		0.0296545848

		2.29		0.0289846606		0.0289846606

		2.3		0.0283270377		0.0283270377

		2.31		0.0276815671		0.0276815671

		2.32		0.0270480995		0.0270480995

		2.33		0.0264264855		0.0264264855

		2.34		0.0258165755		0.0258165755

		2.35		0.0252182199		0.0252182199

		2.36		0.0246312693		0.0246312693

		2.37		0.0240555742		0.0240555742

		2.38		0.0234909854		0.0234909854

		2.39		0.0229373537		0.0229373537

		2.4		0.0223945303		0.0223945303

		2.41		0.0218623668		0.0218623668

		2.42		0.0213407149		0.0213407149

		2.43		0.020829427		0.020829427

		2.44		0.0203283557		0.0203283557

		2.45		0.0198373544		0.0198373544

		2.46		0.0193562767		0.0193562767

		2.47		0.0188849771		0.0188849771

		2.48		0.0184233106		0.0184233106

		2.49		0.017971133		0.017971133

		2.5		0.0175283005		0.0175283005

		2.51		0.0170946705		0.0170946705

		2.52		0.0166701008		0.0166701008

		2.53		0.0162544505		0.0162544505

		2.54		0.015847579		0.015847579

		2.55		0.0154493471		0.0154493471

		2.56		0.0150596163		0.0150596163

		2.57		0.0146782491		0.0146782491

		2.58		0.014305109		0.014305109

		2.59		0.0139400605		0.0139400605

		2.6		0.0135829692		0.0135829692

		2.61		0.0132337018		0.0132337018

		2.62		0.0128921261		0.0128921261

		2.63		0.0125581109		0.0125581109

		2.64		0.0122315264		0.0122315264

		2.65		0.0119122436		0.0119122436

		2.66		0.0116001351		0.0116001351

		2.67		0.0112950745		0.0112950745

		2.68		0.0109969366		0.0109969366

		2.69		0.0107055976		0.0107055976

		2.7		0.0104209348		0.0104209348

		2.71		0.0101428269		0.0101428269

		2.72		0.0098711538		0.0098711538

		2.73		0.0096057968		0.0096057968

		2.74		0.0093466384		0.0093466384

		2.75		0.0090935625		0.0090935625

		2.76		0.0088464544		0.0088464544

		2.77		0.0086052006		0.0086052006

		2.78		0.0083696892		0.0083696892

		2.79		0.0081398092		0.0081398092

		2.8		0.0079154516		0.0079154516

		2.81		0.0076965082		0.0076965082

		2.82		0.0074828725		0.0074828725

		2.83		0.0072744394		0.0072744394

		2.84		0.0070711049		0.0070711049

		2.85		0.0068727667		0.0068727667

		2.86		0.0066793237		0.0066793237

		2.87		0.0064906764		0.0064906764

		2.88		0.0063067264		0.0063067264

		2.89		0.0061273769		0.0061273769

		2.9		0.0059525324		0.0059525324

		2.91		0.0057820989		0.0057820989

		2.92		0.0056159836		0.0056159836

		2.93		0.0054540952		0.0054540952

		2.94		0.0052963439		0.0052963439

		2.95		0.0051426409		0.0051426409

		2.96		0.0049928992		0.0049928992

		2.97		0.0048470329		0.0048470329

		2.98		0.0047049575		0.0047049575

		2.99		0.00456659		0.00456659

		3		0.0044318484		0.0044318484
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